



























was  analytically  solved  using  homotopy  perturbation  method  (HPM)  and  variational  iteration 
method  (VIM)  for particulate processes where breakage, growth, aggregation, and simultaneous 















The  population  balance  equation  (PBE)  is  used  to  model  the 




McGrady  1985; Blatz  and  Tobolsky  1945),  chemical  engineering 
(Hulburt  and  Katz  1964;    Randolph  and  Larson  1988),  aerosol 
(Jacobson  2002),  and  biological  (Srienc  1999).  These  processes 
are  characterized by  the presence of a  continuous phase and a 
dispersed  phase  composed  of  particles  with  a  distribution  of 
properties. This makes  studying  (PBE)  systems an active area of 
research.  
In Ramkrishna 1985; Kostoglou and Karabelas 1994; Kumar and 





Dual  Quadrature  Method  of  Generalized  Moments 
(DuQMoGeM), and Cumulative Quadrature Method of Moments 
(CQMOM).  In  recent years,  some powerful and  simple methods 
have  been  proposed  and  applied  successfully  in mathematical, 
physical and engineering problems to approximate various types 
of  partial  differential  equations  or  integral  equations,  for 
example,  the  Adomian  decomposition method  (Adomian  1994; 
Adomian  and  Rach  1986;  Wazwaz  2009),  the  homotopy 
perturbation method  (He  1999a,  2000,  2004,  2005a,b)  and  the 
variational  iteration method  (He  1997,  1998a‐b,  1999b,  2006). 
Furthermore, until now  there are no  semi analytical  techniques 
for  steady  state  population  balance  equations  have  been 
presented  in  the  literature.  The  main  advantage  of  the 
techniques  are  the  most  transparent  methods  of  solution  of 
(PBEs)  because  they  provide  immediate  and  visible  symbolic 
terms of both  analytical    and numerical    solutions  to    linear  as 
well  as  nonlinear  integro‐differential  equations  without 
linearization or discretization. The variational iteration method is 
now  widely  used  by  many  researchers  to  study  linear  and 
nonlinear  problems  and  it  is  based  on  Lagrange multiplier.  The 
homotopy perturbation method has been used by many authors 
to handle a wide variety of scientific and engineering applications 
to  solve  various  functional  equations  and  it  has  the merits  of 
simplicity and easy execution.  In  these methods,  the  solution  is 
considered  as  the  sum  of  an  infinite  series,  which  converges 
rapidly  to  accurate  solutions.  In  spite  of  its  rapid  successive 
approximations  of  the  exact  solution,  the  Adomian 
decomposition  method  suffers  from  the  complicated 
computational  work  needed  for  the  derivation  of  Adomian 
polynomials  for  nonlinear  terms.The  steady  state  population 


















β(ν/u)dν  fractional number of particles  formed  in  the  size 
range ν to ν+dν for medupon breakup of particle 
of volume u, [‐] 
Γ(ν)  number  of  particles  in  the  size  range  ν  to 
ν+dν disappearing per unit time by breakup, [T‐1] 
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is  the  density  distribution  of  product  stream  and 
nfeed(ν) the density distribution of feed stream, the second term is 
the convective  flux along  the particle  internal coordinate with a 
growth velocity G(ν).  
The  term  on  the  right  hand  side  is  the  net  rate  of  particle 
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where ( )vΓ  and  ( , )v uω  are  the  breakage  and  aggregation 
frequencies,  respectively,  and ( / ) v u dvβ  is  the  breakage 
function  for  the  formation  of particles  in  the  size  range v dv+
from a particle of  size u. The  first  two  terms on  the  right hand 





processes  (Hasseine  et  al.  2011;  2015a,b;  Hasseine  and  Bart 
2015). The objective of this paper is to solve certain forms of the 
above  equation  and  extend  the  VIM  and  HPM  techniques  to 
derive the exact solutions of the steady state PBEs  incorporating 
breakage,  aggregation,  growth,  and  simultaneous breakage  and 
aggregation. 
The rest of this paper is organized as follows. In Sections 2 and 3, 
we  give  an  analysis  of  the  variational  iteration  and  homotopy 
perturbation methods.  The  analytical  and  numerical  results  for 
the  steady  state  equations  using  the  variational  iteration  and 
homotopy  perturbation  methods  are  presented  in  Section  4. 
Finally, we give our conclusions in Section 5. 
2. The variational iteration method  
To  introduce  the basic  ideas of  the variational  iteration method 
(VIM), we consider the following differential equation: 
( )Lu Nu g t+ =   (3) 
Where L  is a  linear operator, N a nonlinear operator and g(t) a 
source  term.  According  to  the  VIM,  we  can  write  down  a 
correction functional as follows: 
1 0
( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))
t
n n n nU t U t LU NU g dλ ξ ξ ξ ξ+ = + + −∫   (4) 
Where  λ  is  a  general  Lagrangian  multiplier  which  can  be 
identified  optimally  via  the  variational  theory  and 
nU  is  a 
restricted  variation  which  means  0nUδ = (He.  1998a,b). 
Consequently, the solution is given by  limn nu U→∞= . 
In  the case   of    the steady state  integral equations   as given by 
Eq.(1), and since  the Lagrange multiplier λ plays an essential role 
in applying the VIM method,   we should differentiate both sides 
of  this  equation  to  obtain  an  equivalent  integro‐differential 




( ) ( ) 0,A u f r r+ = ∈ Ω   (5) 
with boundary conditions 






where  A  is  a  general  differential  operator,  B  a  boundary 
operator,  f(r) is  a  known  analytical  function  and  ∂ Ω  is  the 
boundary of the domain Ω. Eq. (5) can be rewritten as 






( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) 0
( ; ) (1 )[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0
H v p L v L u pL u p N v f r
or
H v p p L v L u p A v f r
= − + + − =
= − − + − =
  (8) 
Where r ∈ Ω and p ∈ [0,1]  is an embedding parameter, u0 
is an 
initial  approximation  which  satisfies  the  boundary  conditions. 
Obviously, from Eq. (8), we have 
0( ,0) ( ) ( ) 0H v L v L u= − =   (9) 
( ,1) ( ) ( ) 0H v A v f r= − =   (10) 
The changing process of p from zero to unity is just that of ν(r,p) 
from u0  to u(r).  In  topology,  this called deformation, L(ν)−L(u0) 
and L(ν)−N(ν)−f(r) are homotopic. The basic assumption  is  that 
the solution of Eq.(8) can be expressed as a power series in p: 
2
0 1 2v v pv p v= + + + ⋅ ⋅ ⋅   (11) 





u v v v v
→
= = + + + ⋅ ⋅ ⋅   (12) 
4. Illustrative Examples 
In  all  the  following  case  studies,  we  will  apply  the  variational 





Consider  the  steady  state problem  in  the  continuous  system as 
given by Eq.(1) with ω=ω0=1: 
0 0
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a
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hp p n v n v p n v n v
a n v u n v du a n u n v du
∞
= − − + −




feed vn n v e−= =    (15a) 
Substituting Eq. (11) into Eq. (14) and equating the coefficients of 
p with the same power, one gets  
1 0 0 0 00 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
van v n u n u v du a n u n v du
∞
= − + −∫ ∫   (15b) 
2 0 1 0 1
0 0
0 1 0 1
0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
2 2
( ) ( ) ( ) ( )
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a n v n u du a n u n v du
∞ ∞





( )3 1 1 2 00 0
2 0 1 10 0
0 2 0 20 0
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v vn v ae ae v− −= − +    (16a) 
2 2 2 2
2
3 3 1( )
2 2 4
v v vn v a e a e v a e v− − −= − +   (16b) 
( ) 3 3 3 2 3 33
5 15 5 5
2 4 4 48
v v v vn v a e a e v a e v a e v− − − −= − + − +    (16c) 
4.1.2. Variational iteration method 
We  apply  variational  iteration  method  to  Eq.  (13)  where  its 
iteration formula reads 
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where  I0(ν)  and  I1(ν)  are modified  Bessel  Functions  of  the  first 
kind of zero and first orders. 




and HPM are  compared    for  three different values of  residence 
time (i.e., a=10, 103 and 105). It is clear that the analytical results 
are  in  excellent  agreement with  each  other. A  similar  behavior 





In  this  section  we  consider  the  steady  state  problem  in  the 
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∫   (22) 
Substituting  Eq.  (11),  into  Eq.  (22)  and  rearranging  based  on 
powers of p‐terms, one gets 
( )1 0 0( ) ( ) 2vn v avn v a n v dv
∞
= − + ∫    (23a) 
( )2 1 1( ) ( ) 2vn v avn v a n v dv
∞
= − + ∫   (23b) 
( )3 2 2( ) ( ) 2vn v avn v a n v dv
∞
= − + ∫   (23c) 
the  corresponding  solutions  for  the  above  system  of  equations 
are the series solution which is given as 
1( ) 2
v vn v ae ae v− −= −    (24a) 
2 2 2 2
2 ( ) 2 4
v v vn v a e a e v a e v− − −= − +    (24b) 
3 3 2 3 3
3( ) 6 6
v v vn v a e v a e v a e v− − −= − + −   (24c) 
4.2.2. Variational iteration method 
We  apply  variational  iteration  method  to  Eq.  (28)  where  its 
iteration formula reads 
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v v vn v e ae ae v− − −= + −   (26a) 
2 2 2 2
2 ( ) 2 2 4
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3
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v v v v
n v e ae a e ae v a e v
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  (26c) 
Finally, we  calculate  the  general  term  from  the  series  solution 
given by the two methods (A) and (B) as follows:  
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by  (Nicmanis  and  Hounslow1998;  Attarakih  et  al.  2004)  for 
different  values of  the mean  residence  time  (i.e. a=10, 103 and 








and  linear  breakage  rate.  The  analytical  solution  is  exactly  identical  to 
those obtained by VIM and HPM. 
4.3. Growth only with G=1 
We  consider  the  initial  value  problem  in  the  continuous  flow 
system  as with  only  particle  growth  involving  constant  growth 
rate G=1 which can be obtained from Eq.(1): 
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2 3 3 3
0
( ) 1( )
v vn v dv e vn v
a a a a
−
= − = − −∫   (31c) 
2
2
3 4 4 4 4
0
( ) 1( )
2
v vn v dv e v vn v
a a a a a
−
= − = − − +∫    (31d) 
4.3.2. Variational iteration method 
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By  substituting  Eq.  (31a)  into  Eq.  (32),  one  gets  the  following 
results: 
1 2 2
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Eq.  (29)  obtained    by    both  VIM  and  HPM    for  the  case    of 




In  this  case,  the  analytical  solution  for  steady  state  continuous 
flow system is not available in the open published literature. This 
case  represents a combination of  linear breakage  rate Γ(ν)=ν,
 
a 
uniform  binary  daughter  particle  distribution  β (ν/u)=2/u 
constant  aggregation  kernel  ω(ν,u)=1  and  an  exponential  feed 
distribution. Using  these  functions  Eq.(1)  can  be  simplified  into 
the following continuous PBE: 
 






( ) ( ) ( , ) ( ) ( )  
( ) ( ) ( / ) ( ) ( )  





v n v v u n v n u du
n v n v v u u n u du
a








⎜ ⎟− ⎜ ⎟= + Γ
⎜ ⎟
⎜ ⎟










( ) ( ) 2 ( )
(1 )( ( ) ( ))  ( ) ( ) ( )
2




n v n v a n u du
ahp p n v n v p av n v n v u n v du







= − − + + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟







0 1 2 3 4
0 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )..n v p n v p n v p n v p n v p n v= + + + +    (39) 













n u du n u n v du
n v
n u n u v du vn v
∞ ∞⎛ ⎞− +⎜ ⎟
= −⎜ ⎟





( )1 0 0 00




( ( ( (
( ( ( ( (
2 ) ) ) ( ) )





n u du n u n v nn u n v du
n v n u v n u n u n u v du
vn v
∞ ∞⎛ ⎞− + +⎜ ⎟















) ) ( ) ) ( ) )
(
( ( ( (
1 1) ) ) ) )
2 2
1 )









n u n v n v n u n u n v du
n v n u n u v n u v n u
du







+ + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞⎜ ⎟= − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠







1 2 1 2
3 3 30






( ( ( (
(
( (
) ) ) )
2 )
) ) ) )














P y v y P y u y v
n u du du
P y v y P y u y v
n u v n u n u n u v
n v du






∞ ∞⎛ ⎞⎛ ⎞+
⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟












( )0 vn v e−=   (41a) 
( )1 - 2
v










ve e vn v e v
− −
−= − +   (41c) 
( ) 2 33
5 1 7
2 4 4 48
v v
v ve e vn v e v e v
− −
− −= − + + −   (41d) 
2 3 4
4
13 3 3 19( )
8 2 16 192
v
v v ven v e v e v e v
−
− − −= − − +   (41e) 





2 3 421e e 1 19e e e
8 4 3 192
( )
v v
v v vv vn vv v
− −
− − −= + − − +    (42) 
Fig. 4 shows the approximate solution obtained by the HPM   for 




methods  are  successfully  applied  for  solving  the  population 
balance equation in continuous flow systems at steady state with 
particle  aggregation,  breakage,  growth,  and  simultaneous 
aggregation  and breakage.  The  two methods  are  very powerful 
mathematical tools and provide an efficient analytical technique 
to  obtain  some  exact  solutions  of  the  steady  state  population 
balance equations with given breakage, aggregation and growth 
functions. It is concluded that these proposed methods produced 
identical  analytical  solutions with  varying  degree  of  difficulties 
depending  on  the  particle  interaction  functions.  The  homotopy 
perturbation  method  can  be  introduced  to  overcome  the 
limitations and difficulties existing in other approximate methods 
such as  the ADM or construction of correction  functionals using 
general  Lagrange’s multipliers  in  the  VIM.  Also,  these methods 
can be applied  to problems arising  in different  fields of  science 
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